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Chapitre 2 Signaux et Fonctions de base

1 Introduction

Ce chapitre présente une description mathématique des signaux élémentaires souvent idéaux,
tres pratiques pour la description des modeles mathématiques. Ces modeles seront utilisés tout au

long le cours du traitement du signal.

2 Signaux Particuliers

2.1 Fonction signe

La fonction signe, notée sgn est une fonction réelle de la variable réelle définie par :

0 +1 sit>0, 0
sgn(t) =

8 -1 sit<O.

On définit :

sgn(0) = cp,avec — 1 < ¢y < 1.

Par convention, on admet pour valeur a I’origine : sgn(f) = O pour ¢ = 0.
On a alors :

t
sgn(t) = H, vVt #0. 2)

Dans ce cas, la fonction sgn est une fonction impaire :

F Sg n (f)

+ 1

L J

| - 1

FiGure 1 — Fonction signe, sgn(r).

sgn(t) = —sgn(-1), Vt. 3)
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2.2 Fonction échelon unité

La fonction échelon (saut) unité, ou échelon simplement ou heaviside, notée €, est une fonction

réelle de la variable réelle définie par :

o +1 sit>0, @
€ =
0 sit<O.

Par convention, on admet pour valeur a I’origine : €(?) = % pour ¢ = 0.

e Relation entre sgn(t) et €(?) :

&)

e(r) = 35gn(1) + 3,
sgn(t) = 2¢e(t) — 1.

1)

+1]

L J

FiGurE 2 — Fonction échelon, €(f).

2.3 Fonction rampe

La fonction rampe, notée r, est une fonction réelle de la variable réelle définie par :

r(t) = f e(u)du = te(r). (6)
0
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270

FiGURE 3 — Fonction rampe, r(t).

2.4 Fonction rectangle ou porte
2.4.1 Fonction rectangle unité

La fonction rectangle ou porte de largeur 1, notée rect est une fonction réelle de la variable

réelle définie par :

1 1
rect(t) = e(t + 5) - e(t - 5) @)
On a également :
0 silf>1,
rect(t) =4 1 silf] <1, (3)
Losild =4,
rect(t)
I 4 ;
: : {
- + >
-1/2 1/2

FiGurE 4 — Fonction rectangle de largeur unité, (¢).

La fonction rect(t) est normalisée, sa surface est unitaire ( f_ J:O rect(t)dt = 1).
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2.4.2 Fonction rectangle de largeur T

La fonction rectangle de largeur 7', notée recty est définie par :

T T
rect(t) = e(t+ 5)—6(;‘— 5) 9
Laire de la fonction rectangle de largeur 7" vaut 7.
; rect(t/T)
] , t
.E ;. -
-1/2 /2

FiGURE 5 — Fonction rectangle de largeur T, rect (%)

Remarque : Pour simplifier la représentation, on représente fréquement ces fonctions sans tenir

compte des discontinuités en i% ou i% :
tr(f) t( t) bosill <5, (10)
rec =rect|=|=
! T 0 ailleurs
; “}‘ec.f(.f) ; “recr(r/T )
t t
-1/72 1/2 =172 7/2

FiGURE 6 — Représentations simplifiées des fonctions rectangle de largeur unité et de largeur 7.
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2.4.3 Fonction rectangle avec un retard v

La fonction rectangle (porte) avec un retard 7 traslatée de +7 s’écrit simplement recty(t — 7) :

-7 1 sit—-I<r<r+1,

rectr (t —7) = rect(T) = { (11)

0 ailleurs

La fonction recty (t — 7) est de largeur T et centrée en t = 7.

; “rer:r( t-7) ] "recr[ (t-7/T]

t I8
1 r+l/2 r-T/2 r 772

FiGure 7 — Fonctions rectangle de largeur unité et de largeur 7, translatées de 7.

Remarque : La fonction rectangle est utilisée pour exprimer mathématiquement une portion d’un

signal de largeur 7' (FIGURE 8)

I rect[(t-0/T]

r X(1) = rect/(t- 9/T] . x(1)
172 72
t
% -1/2| r+72
] p
172 72

FiGure 8 — Utilisation de la fonction rectangle.
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2.5 Fonction triangle

La fonction triangle unité, notée ¢ri est définie par :

, {1-|¢| silf] < 1,
tri(t) = (12)

0 ailleurs

Notons que I’aire de la fonction triangle unité vaut 1 ( ﬁ :O tri(t)dt = 1) et que la largeur de son
support vaut 2.

On peut également appliquer les opérateurs de translation et d’homotéthie a cette fonction :
e la fonction tri (t — 7) est une fonction triangle unité translatée de +,

e la fonction fri (’%’) est une fonction triangle de largeur 27 (ou d’aire égale a T') translatée de

FIGURE 9 — Fonctions triangle unité (a gauche), triangle unité translatée de 7 (au milieu) et triangle d’aire
2T translatée de 7 (a droite).

2.6 Fonction sinus cardinal

e La fonction sinus cardianl est trés courante en traitement du signal ou elle intervient comme

transformée de Fourier d’une fonction rectangle.

e La fonction sinus cardinal, notée sinc(t), est définie :

sin(7tr)
nt

sinc(t) = (13)

. . . . ., +oo
e La fonction sinus cardinal est elle aussi normalisée : f_ L, sinc(tdr = 1.

D’autre part, on a : f_ ::o sinc(t)’dt = 1.
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(a) (b)

FiGure 10 — (a) fonction sinc(z). (b) fonction sinc(t)?.

3 Impulsion de Dirac

3.1 Définition

e L’impulsion de Dirac 6(¢), aussi appelée impulsion unité ou distribution delta, est nulle sauf
lorsque son argument est nul, auquel cas, son amplitude est infinie, mais son « aire » unité.

Elle est définie par :

+o0o  pourt = 0,
5(1) = . (14)
0 sit#0
et telle que
—+00
f o(ndt =1, (15)
D’autre part,on a:
! 0 pourt<O0,
f o(tydr = ) = €(1), (16)
—0 1 sit>0

On dit que €(¥) est la primitive de 6(¢) ou bien que 6(¢) est la dérivée de €(¢). L’impulsion de
Dirac est un signal non réalisable.

e §(t) ne peut €tre représentée graphiquement. On la schématise par le symbole T.
Attention : le 1 marqué sur la fleche pleine représente 1’aire de cette impulsion (et non la
hauteur de I’impulsion).

e Physiquement, 6(¢) correspond a une fonction porte dont la largeur 7' tend vers O et dont

I’aire est égale a 1. Donc, on peut voir la distribution de Dirac comme étant la limite de la
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a(t)

FiGurE 11 — Impulsion de Dirac.

fonction porte tel que : .
t
o(t) = lim —rect(—).
T—-0 T T

T2 f I

-T2

FiGurE 12 — Relation entre la fonction porte et I’impulsion de Dirac.

3.2 Propriétés

e Représentation

La ditribution de Dirac, 6(t), se représente par une fleche verticale d’amplitude 1 en ¢ = 0.

Sa version translatée de 7, notée 6(r — 1) est représentée par la figure suivante :

o) xNt-17) 2dt-7
1 1 1
I I I I

! | r | r

FiGure 13 — Distributions de Dirac : unité (a gauche), translatée de 7 (au milieu), translatée de 7 et d’am-
plitude 2 (a droite).
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e Propriétés

1. 6(t) =0sit #0,
2. f(0).6(2) = f(0).6(2) et f(t = 10).6(2) = f(t0)-6(t = to),

3. o(kt) = ﬁ.é(i).

3.3 Peigne de Dirac : Fonction d’échantillonnage
3.3.1 Définition

On appelle peigne de Dirac une succession périodique d’impulsions de Dirac définie par :

n=+oo

5r(t) = Z 5(t — nT), (17)

n=—oo

avec T est la période de peigne.
Cette suite est parfois appelée train d’impulsions ou fonction d’échantillonnage. Ce type de signal

est principalement utilisé en échantillonnage.

3.3.2 Echantillonnage

Echantillonneur ideal

Signal x(?) _’\ x(n];)- Signal
analogique AT échantillonné
x(1) x(n1;)
=D
o
[ 0 1,-521;---”1; =1

FiGURE 14 — Principe d’échantillonnage.

x(t) = x(nT,), n € Z, signal échantillonné (a temps discret) avec :
o T, : Période d’échantillonnage,

o F,= TL : Fréquence d’échantillonnage.
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Pour échantillonner une fonction x(¢), c’est-a-dire préléver des échantillons infiniment brefs, avec

une période T, il suffit donc d’effectuer le produit de x(7) par un peigne de Dirac :

X(1)

x(1)or.(1),

n=+oo

= () ) 6(t—nT.),

n=—0oo

n=+oo

= D, x(o—nT.),

n=—0oo

n=+oo

- Z x(nT,)8(t — nT,).

n=—0oo

(18)

Cela revient a ne retenir que les valeurs de la fonction continue x(7) aux instants d’échantillonnage,

a savoir aux instants ¢t = T, 27T,, 3T,, . . ..

&7, (1)
e e
R
() T, 2T,
\_/\/\/\Jt

FiGURE 15 — Peigne de Dirac de période T, (en haut). Cette distribution permet d’effectuer 1’échantillonnage
régulier d’un signal x(¢) (au milieu) par simple produit x(¢)d7.(?).

3.4 Périodisation d’un signal

A partir d’un morceau de taille finie x(¢), on introduit aussi un opérateur de répétition, repr (x(1)),

qui permet de périodiser un signal avec une rériode de répétition 7 :

n=+oo

repr (x(t)) = Y x(t—nT). (19)

n=—0oo
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X(1) rep , \x()}

AP VA

-T | T

FiGURE 16 — Périodisation d’un signal avec 1’opérateur repr(z).

4 Valeurs caractéristiques d’un signal

Soit un signal x(#) défini sur un intervalle [#;;#,]. On peut le caractériser par les grandeurs

suivantes :

— Valeur moyenne :

1 2
X = f x(t)dt, (20)
L-hJy,
— Energie ou valeur quadratique :
5]
E, = f x(@dr @21)
1
— Valeur quadratique moyenne, ou puissance :
P 1 f ) (t)*dt Ex (22)
x = X = s
h—1h Jy h—1
— Valeur efficace :
Xeff = \/P_x (23)
Remarque : Si x(7) est un signal périodique de période 7', on a :
— Valeur moyenne :
1 T 1 T/2 1 to+T
X== f x(Hdt = = f x(t)ydt = = f x(t)dt, 24)
T Jo T Jorp T Js
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— Energie ou valeur quadratique :

T T/2 to+T
E, = f x(¢)*dt = f x(¢)*dt = f x()*dt, (25)
0 -T/2 o

— Valeur quadratique moyenne, ou puissance :

1 (T E
P=— Nt = —, 26
- fo x(ydr = =2 (26)
— Valeur efficace :
Xef = Py 27)
Z. Jellali 12



	Introduction
	Signaux Particuliers
	Fonction signe
	Fonction échelon unité
	Fonction rampe
	Fonction rectangle ou porte
	Fonction rectangle unité
	Fonction rectangle de largeur T
	Fonction rectangle avec un retard 

	Fonction triangle
	 Fonction sinus cardinal

	Impulsion de Dirac
	Définition
	Propriétés
	Peigne de Dirac : Fonction d'échantillonnage
	Définition
	Echantillonnage

	Périodisation d’un signal

	Valeurs caractéristiques d’un signal



